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Lensamiento gravitacional mediante
simulaciones interactivas
N. Moreno∗, D. Noguera∗ & M. Valencia-D.∗
Resumen. Una de las consecuencias principales de la teoría relativista de la
gravitación es que la curvatura espaciotemporal tiene efectos que pueden
ser observados -y medidos con gran precisión- no solo en cuerpos masivos
(masa en reposo diferente de cero) sino también en la luz. Con el ánimo de
ilustrar este fenómeno, diseñamos un software educativo que recoge cuatro
modelos de lentes gravitacionales axialmente simétricas, el cual permite al
usuario interactuar con diferentes parámetros tales como el tipo de fuente
que emite radiación, su posición y algunas características del objeto que
causa la curvatura (lente). La interacción permite obtener diversos efec-
tos del mismo fenómeno que posibilitan el estudio de las imágenes y sus
propiedades.
Abstract. One of the main consequences of the relativistic theory of gra-
vitation is that the space-time curvature has eﬀects that can be observed
-and measured with great precision- not only in body mass (mass resting
diﬀerent from zero) but also in the light. In order to illustrate this phe-
nomenon, we design an educational software which includes four models of
axially symmetric gravitational lensing, which allows the user to interact
with diﬀerent parameters such as the font that emits radiation, its position
and some characteristics of the object that causes curvature (lens). The
interaction can collect a variety of eﬀects of the same phenomenon that
enable the study of images and their properties.
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donde se ha tenido en cuenta (12).
A partir de (11) y (27) se puede ver que la función z(r) para este tipo de soluciones tiene
la expresión
z(r) = rm
� − 3m+ 2C + r
r(r − 2m) . (28)
Referencias
[1] Kayll Lake, Phys. Rev. D. 67, 104015 (2003).
[2] S. Rahman, M. Visser, Class Quantum Grav. 19, 935 (2002).
[3] L. Herrera, N.O. Santos, Phys. Rep. 286, 53 (1997).
[4] L. Herrera, A. Di Prisco, J. Martin, J. Ospino, N.O. Santos, O. Troconis, Phys.
Rev. D. 69, 084026 (2004).
[5] C. Cattoen, T. Faber, M. Visser, Class. Quantum Grav. 22, 4189 (2005).
[6] A. DeBenedictis, D. Horvat, S. Ilijic, S. Kloster, K. Visswanatham, Class. Quan-
tum Grav. 23, 2303 (2006).
[7] G. Bohmer, T. Harko, Class. Quantum Grav. 23, 6479 (2006).
[8] W. Barreto, B. Rodríguez, L. Rosales, O. Serrano, Gen. Rel. Grav. 39, 23 (2007).
[9] M. Esculpi, M. Malaver, E. Aloma, Gen. Rel. Grav. 39, 633 (2007).
[10] G. Khadekar, S. Tade, Astr. Space. Sci. 310, 41 (2007).
[11] G. Bohmer, T. Harko, Mon. Not R. Astron. Soc. 379, 393 (2007).
[12] S. Karmakar, S. Mukherjee, R. Sharma, S. Maharaj, Pramana J. 68, 881 (2007).
[13] H. Abreu, H. Hernández, L.A. Núñez, Class. Quantum Grav. 24, 4631 (2007).
[14] L. Herrera, A. Di Prisco, J. Ospino, E. Fuenmayor, J. Math Phys. 42, 2199 (2001).
[15] R. Bowers, E. Liang, Astrophys. J. 188, 657 (1974).
[16] P.S. Florides, Proc. Roy. Soc. London. A337, 529 (1974).
[17] H. Hernández, L.A. Núñez, Can. J. Phys. 82, 29 (2004). 1 abril 2002.
J. Ospino
Area de Física Teórica. Facultad de Ciencias,





Escuela de Física, Facultad de Ciencias




Lensamiento gravitacional mediante simulaciones interactivas 73
escrita como
y = x− α(x), (1)
con x y y vectores de posición en los planos de la lente y la fuente, respectivamente, y
α(x), por su parte, una función que contiene información referente al perﬁl de masa que
se esté usando y a la cosmología de la conﬁguración.
En la simulación LINSE se incluyeron dos modelos de lentes singulares: Schwarzschild y
Esfera Singular Isoterma, y dos no singulares: Plummer y Esfera Isoterma No Singular,
con el ﬁn de permitir al usuario la posibilidad de contrastar las imágenes formadas en
unos y otros. A continuación se describirán sucintamente los modelos mencionados.
La Lente Puntual o Lente de Schwarzschild, útil para describir estrellas, se deriva direc-
tamente de los resultados de la deﬂexión de la luz obtenidos por A. Einstein en 1917. Su
densidad superﬁcial es Σ(ξ) = Mδ2(ξ), siendo δ2(ξ) la función delta de Dirac, a partir
de la cual se obtiene la Ecuación de la Lente en forma adimensional [6]:
y = x− 1x. (2)
El modelo de Esfera Singular Isoterma, útil para describir galaxias, supone que las
partículas constitutivas del sistema (e.g., estrellas en una galaxia) se comportan como
partículas de un gas ideal en cuyo centro existe una concentración de masa inﬁnita. La
densidad superﬁcial en este modelo es Σ(ξ) = σ2v/2Gξ, donde σv representa la dispersión
de velocidades de las partículas, la cual es constante [4]. La Ecuación de la Lente es
y = x− x|x| . (3)
El modelo de Plummer, útil para describir estrellas, es la solución autoconsistente más
simple de las ecuaciones sin colisiones de Boltzmann con masa total inﬁnita; la densidad




, donde ξ0 y Σ0 son
el radio y la densidad superﬁcial del núcleo de la esfera en el plano de la lente [7]. La
Ecuación de la Lente con κ0 = Σ0/Σcr es [5]
y = x− κ0x1 + x2 . (4)
La Esfera Isoterma No Singular, útil para describir galaxias, tiene masa total inﬁnita y
un núcleo central con radio ξ0, al igual que la esfera de Plummer. Su densidad superﬁcial
viene dada por Σ(ξ) = (σ2v/ 2G)
�
ξ2 + ξ20
�−1/2 [3], y la Ecuación de la Lente que describe
el lensamiento en este modelo es
y = x− 2κ0(
√
x2 + 1− 1)
x . (5)
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1. Introducción
El lensamiento gravitacional es en la actualidad una de las principales herramientas a
nivel astrofísico y cosmológico, ya que permite establecer algunas características de sis-
temas como galaxias y poner cotas a parámetros cosmológicos (densidad de materia,
constante cosmológica y parámetro de Hubble) [6]. Sin embargo, debido a su naturale-
za, estos sistemas no pueden ser manipulados, requiriendo hacer uso de observaciones
altamente precisas y simulaciones como única forma para su estudio. Las simulaciones
proporcionan información sobre aspectos relevantes del sistema y permiten el estudio de
algunos de los elementos allí presentes. En este sentido diferentes grupos de investigación
han desarrollado programas como GRAVLENS1 [1] y XFGLENSES2 [2] que funcionan
bajo la plataforma Linux. Presentamos aquí el software LINSE desarrollado en lenguaje
Visual Basic 6.0, el cual opera bajo plataforma Windows y tiene un ambiente interactivo
que permite una fácil manipulación de las herramientas del sistema. El software simula
la acción de cuatro tipos de lentes gravitacionales axialmente simétricas actuando sobre
diferentes objetos fuente. En la Sec. 2 se presenta brevemente cada uno de los mode-
los desarrollados, haciendo énfasis en la distribución de masa del objeto lente y en la
Ecuación de la Lente que de ella se deriva. En la Sec. 3 se muestran la magniﬁcación
y la paridad de las imágenes de una misma fuente producidas por las cuatro tipos de
lentes simuladas con LINSE. Finalmente, en la Sec. 4 se hace una discusión acerca de los
alcances de este software.
2. Modelos de masa simulados
Los modelos de masa para las lentes gravitacionales consideradas en el desarrollo de la
simulación son axialmente simétricos; es decir, el potencial de deﬂección no depende de
rotaciones espaciales de la lente. Dichos perﬁles suponen campos gravitacionales débiles,
φ/c2 � 1, que permiten considerar la trayectoria hiperbólica de la luz como dos líneas
rectas asintóticas al rayo real que se intersecan en un plano conocido como plano de
la lente, sobre el cual se proyecta la distribución volumétrica de masa del deﬂector,
obteniendo así una densidad superﬁcial Σ(ξ), en donde ξ representa un vector de posición
sobre este plano. A través de Σ(ξ) es posible obtener la Ecuación de la Lente, la relación
principal en el estudio de lentes gravitacionales que, en su forma adimensional, puede ser
1Desarrollado por Charles Keeton para el proyecto CASTLES.
2Desarrollado por Francisco Frutos Alfaro.
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Figura 1. Magniﬁcación de una fuente circular en los 4 modelos de lentes simuladas. Imagen
tomada de LINSE.
Figura 2. Paridad de una fuente circular en los 4 modelos de lentes simuladas. Imagen tomada
de LINSE.
LINSE permite visualizar el lensamiento gravitacional de una forma más completa al
trabajar por separado sus fenómenos constituyentes, obteniendo así un análisis completo
del fenómeno simulado, que está en total acuerdo con la teoría propia del lensamiento.
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Para la elaboración de la simulación se invirtieron (analítica y numéricamente) las ex-
presiones (2) a (5), de manera que se obtiene la posición de las imágenes x a partir de la
posición de la fuente y.
3. Resultados
El usuario de LINSE puede observar los efectos del lensamiento gravitacional causado por
masas descritas con los modelos antes mencionados. Entre estos efectos están: la posición
de la(s) imágen(es), la esquila, la magniﬁcación y la paridad; estas características pueden
ser estudiadas variando la posición y la forma de la fuente emisora, lo cual además permite
contrastar las imágenes de un mismo modelo y compararlas con las de otros.
La magniﬁcación, propiedad que da cuenta de la variación del brillo de las imágenes
respecto al brillo de la fuente, es ilustrada por medio de una escala de amarillos que
representa los diferentes brillos que pueden obtener las imágenes, y una ﬂecha roja que
indica el brillo propio de la fuente (Fig. 1).
La paridad, característica que da cuenta de la inversión de la imágenes, se representa
por medio de una disposición de colores en la fuente que se ve alterada en sus imágenes
(Fig. 2). La simulación brinda al usuario la posibilidad de combinar el tipo de fuente
(ﬁguras geométricas y galaxias espirales) con la propiedad de lensamiento (múltiples imá-
genes, paridad, magniﬁcación) a observar, permitiendo un estudio del comportamiento de
tales propiedades, y por ende, una visualización completa del fenómeno de lensamiento
gravitacional.
Para mostrar la formación de múltiples imágenes y el efecto de esquila no se precisa más
que el mapeo punto a punto del plano de la fuente al plano de la lente y, dependiendo
del tipo de lente considerada, se observarán imágenes distorsionadas de diferente forma.
4. Discusión
A través de las imágenes obtenidas de LINSE es fácil notar las diferentes conﬁguraciones
de imágenes que se presentan tanto para lentes singulares, como para no singulares ha-
ciendo énfasis en los fenómenos de paridad y magniﬁcación, no evidenciables con otros
programas del lensamiento gravitacional antes mencionados; más aún, LINSE da la posi-
bilidad de contrastar imágenes producidas por las dos clases de lentes recién mencionadas,
que, junto con otras propiedades susceptibles de modiﬁcar, generan un ambiente propi-
cio para la iniciación en el estudio del lensamiento gravitacional. Sumado a lo anterior,
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Non-Gaussianity and Loop Corrections in a
Quadratic Two-Field Slow-Roll Model of
Inﬂation. Part I
Yeinzon Rodríguez∗
Abstract. In this paper it is shown that it is possible to attain a high
level of non-gaussianity in a particular quadratic two-ﬁeld slow-roll model
of inﬂation by taking care of loop corrections both in the spectrum and the
bispectrum. A big fNL is obtained even if ζ is generated during inﬂation.
Five issues are in consideration when constraining the available parameter
space: 1. we must be sure that we are in a perturbative regime; 2. we
must apply the correct condition about the (possible) loop dominance in
Bζ or Pζ ; 3. we must satisfy the spectrum normalisation condition; 4. we
must satisfy the spectral tilt constraint; 5. we must have enough inﬂation
to solve the horizon problem.
Resumen. En el artículo se muestra que es posible lograr un alto nivel
de no gaussianidad en un modelo particular de inﬂación de dos campos
y del tipo slow-roll tomando en cuenta las correcciones de lazo tanto en el
espectro como en el biespectro. Un valor grande para fNL se obtiene incluso
si ζ es genera durante la inﬂación. Cinco aspectos se tienen en cuenta al
momento de restringir la ventana de parámetros disponible: 1. debemos
asegurarnos de estar en un régimen perturbativo; 2. debemos aplicar la
condición correcta acerca del (posible) dominio de las correcciones de lazo
en Bζ o Pζ ; 3. debemos satisfacer la condición de normalización del espectro;
4. debemos satisfacer la restricción sobre el índice espectral; 5. debemos
tener suﬁciente inﬂación a ﬁn de resolver el problema de horizonte.
0Keywords: non-gaussianity, bispectrum, loop corrections.
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